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Deux questions sur les matrices semblables 


Question 1 On note M2(k) l’ensemble des matrices carrées d'ordre 2 à co- 
efficients dans un corps commutatif k. Montrer que deux matrices semblables 
de M2 (k) ont même trace et même déterminant. La réciproque est-elle vraie ? 


Question 2 Soit K une extension d’un corps commutatif k. On note M (k) 
(resp. M2(K)) l’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 à coefficients dans k 
(resp. K). Montrer que deux matrices inversibles M et N de M (k) semblables 
dans M2 (K), sont semblables dans M (k). 


Réponse 1|5> Si M et N sont deux matrices semblables de M (k), il existe 

une matrice inversible P de M (k) telle que N = PMP, et les polynômes 
caractéristiques de M et de N sont égaux. En effet, si xx7 (X) et xx (X) 
désignent les polynômes caractéristiques de M et de N : 


XN(X) = det 
P-IMP - XI) 

det(P1(M — XI)P) 

(det P) 1 x det(M — XT) x det P 
— det(M-— XI) = xy(X) 


On sait que x (X) = X? — tr M X + det M, et la même chose pour N. 
L'égalité x (X) = xx (X) entraîne donc tr M = tr N et det M = det N. 


> La réciproque est fausse puisque les matrices : 


1 0 1 19 
m=(s 1) st n=(c 1 ) 


ont même trace et même déterminant, c’est-à-dire même polynôme carac- 
téristique puisqu’ici xx (X) = (X — 1)? = xx (X), et pourtant ne sont pas 
semblables comme on le vérifie en raisonnant par l’absurde. Si M et N étaient 
semblables, la matrice N serait diagonalisable et il existerait une base de k? 
formée de vecteurs propres associés à la valeur propre 1. C’est impossible car 
t(x, y) appartient au sous-espace propre V de N associé à la valeur propre 1 


si et seulement si : 
T+Y—=X 
YU = Y 
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c’est-à-dire y = 0, donc dim V = 1 et non 2. 


Réponse 2]|Ici k est un sous-corps de X. Notons GLa (k) (resp. GLo (K)) 
le groupe des matrices d'ordre 2 inversibles à coefficients dans k (resp. K). 
Soient M et N deux matrices inversibles de M2 (k) semblables dans M2 (K), 
ce que l’on notera M x N. Par définition, il existe une matrice P € GL2 (K) 
telle que : 

NSP MP 


On pourra conclure à M +% N si l’on montre qu’il existe Q € GL2 (k) telle 
que N = Q-!MQ. Posons : 
ARS 
te 
avec à, b,c,d € K. 


L’équation N = Q7!MQ d’inconnue Q équivaut à QN = MQ, donc à un 
système linéaire (S) de quatre équations à quatre inconnues a, b, c, et d dont on 
sait qu’il est compatible puisqu'il existe P € GLo (K) telle que N = PMP. 
Les solutions de (S) forment un espace vectoriel sur X, de dimension supérieure 
à 1 car P est solution, donc (S) n’est pas un système de Cramer. La réso- 
lution algébrique de (S) s’effectue en choisissant un mineur non nul de taille 
maximale, puis en choisissant des inconnues secondaires qui joueront le rôle de 
paramètres, et des inconnues principales qui joueront le rôle de « vraies » in- 
connues que l’on déterminera en fonction des inconnues secondaires (Théorème 
de Rouché-Fontené, par exemple en [1] Th. 44). 
Ces inconnues principales s’obtiennent en résolvant un système de Cramer 
et s'expriment donc comme des combinaisons k-linéaires des inconnues sec- 
ondaires (puisque tous les coefficients qui interviennent dans les formules de 
Cramer sont dans k, la matrice M étant à coefficients dans k). 
Il suffit de choisir toutes les inconnues secondaires dans 4 pour obtenir un 
quadruplet (a,b,c,d) de solution de (S) dans k{. Cela montre l’existence de 
Q € M (k) telle que : 

N=Q !MQ. 
Mais alors det N = (det Q)? det M, et comme par hypothèse M, N € GL (k), 
on aura det Q 0. La matrice Q appartient donc à GL2 (k), et M y N. 
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